Chapitre 4 : Calcul algébrique
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Le nom calcul peut aussi bien désigner une opération en mathématiques
qu’une concrétion pierreuse en médecine. Mais dans les deux cas il a la méme
étymologie. A Porigine du mot francais, on trouve le mot latin calculus, qui
signifie < caillou ». Dans I’Antiquité romaine, on utilisait des tables & calcu-
ler (ancétres des bouliers) sur lesquelles on plagait des cailloux pour faire les
calculs. C’est pour cette raison que le mot calculus a donné le verbe francgais cal-
culer. Et c’est de ce verbe que dérive le nom calcul pour désigner une opération.
Quant au nom calcul qui désigne un petit caillou qui se forme dans le corps,
et qu’on retrouve dans des expressions médicales comme calcul rénal ou calcul
biliaire, il vient directement du nom latin calculus.

Dans ce chapitre, nous allons aborder différentes notions calculatoires, notam-
ment la méthode du pivot de Gauss. Cette méthode qui permet de résoudre des

équations porte le nom d’un des plus grands mathématicien de tous les temps,
Carl Friedrich Gauf. Ce dernier est surnommé le < prince des mathématiques >. Carl Friedrich Gaufl
Méme si cette méthode fut popularisée sous ce nom au XIx° siecle, I'algorithme (1777-1855)

du pivot de Gauss est connue des mathématiciens chinois depuis au moins le
1°* siecle de notre ere. Elle est référencée dans le livre chinois Jiuzhang suanshu
(Les Neuf Chapitres sur I'art mathématique), dont elle constitue le huitieme
chapitre, sous le titre < Fang cheng > (la disposition rectangulaire).
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Chapitre 4 : Calcul algébrique H. BRINGUIER

1 Sommes

1.1 Notation symbolique

Soit I un ensemble fini, et soit (a;);es; une famille de nombres complexes.

On note Z a; la somme de tous les nombres a; lorsque ¢ décrit I’ensemble 1.

el
n

Dans le cas particulier ol I est de la forme [p;n] avec p et n des entiers, cette somme est notée Z a; :

i=p
n
D=y + i1+ Gprs o Gt +
i=p
Par convention, dans le cas ou I = (), la somme Z a; vaut 0 (élément neutre pour 'addition).
i€l
n
En particulier, si p > n, la somme Z a; vaut 0 (car 'ensemble [p;n] est vide).
i=p
n n n
Remarque : Dans une telle écriture, la variable i est muette : Z a; = Z a; = ag ...
i=p Jj=p k=p
5
Exemple 1.1 : Calculer ZkQ.
k=1
1.2 Linéarité de la somme
,—[Proposition 1.2 (linéarité de la somme)} \

Soient p et n € Z tels que p < n, (ai)icp;n] €t (bi)ic[p;n] deux familles de nombres complexes et A € C.

n

D (ai+Abi) =D a;i+A) b
i=p i=p

i=p

5
Exemple 1.3 : Calculer Y (2k? + 1).
k=1

1.3 Changement d’indice

50
Exemple 1.4 : On souhaite calculer S = Y i.
i=11

n
On sait que >k = "("27“) (voir théoréme 1.6) mais on repere un décalage entre 1 et 11 dans I'indice de départ.
k=1

Or en posant}' =4 — 10, lorsque 7 décrit les entiers entre 11 et 50, j décrit les entiers entre 1 et 40.
|| 11 ] 12 | 13 | ... | 48 | 49 | 50

j 1 2|13 ]..]138]39]|40
50 40
Par ailleurs j =i — 10 < ¢ = j + 10. Par conséquent, S = > i= Y (j + 10).
=11 j=1
On vient de réaliser un changement d’indice, appelé également décalage d’indice ou encore glissement d’indice.

Autrement dit, on a le tableau de valeurs suivant :

Trois endroits sont impactés :
e borne inférieure (en bas);
e borne supérieure (en haut);
e terme général.
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Chapitre 4 : Calcul algébrique H. BRINGUIER

Remarque : Réaliser un changement d’indice nécessite une grande vigilance de maniere a4 ne supprimer ni ajou-
ter aucun terme a la somme initiale. Une attention particuliere est requise pour un changement d’indice avec
renversement c.a.d. du type j = n — <. Dans ce cas, les bornes de la somme sont a remettre dans le bon sens.

19

Exemple 1.5 : Ecrire > ag0—; plus simplement.
i=2

1.4 Progressions arithmétiques

,—[Théoréme 1.6 (somme des premiers entiers)} |
n n
n(n+1)
Pour tout n € N, k= k= —-+>
> 5
k=0 k=1
,—[Théoréme 1.7 (somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique)} <

Soit (u,)nen une suite arithmétique, et soient p et n des entiers naturels tels que p < n.
n

n ier t dernier t
Alors Z up=Mm—p+ 1)% = (nombre de termes) x Rie erme;— CTICT Perme.
k=p
1.5 Télescopage
,—[Déﬁnition 1.8 (somme télescopique)] \

Soient p,n € N tels que p < n. Soit (a;)ie(p,...,n+1} une famille de complexes.
n

On appelle somme télescopique une somme de la forme : > (a;11 — a;).
1=p

\. J

,—[Proposition 1.9 (calcul d’une somme télescopique)] N\

Soient p,n € N tels que p < n. Soit (a;)ie(p,....n+1} une famille de complexes.

n
Alors 3 (ait1 — a;) = any1 — p.
i=p

29
1
E 11.10:C11§11—.
xemple acuerk_sn( +k>

1.6 Progressions géométriques

Théoréme 1.11 (factorisation de a™ — b”)w

J
n—1 n—1
Pour tous n € Net (a,b) € C2, a" —b" = (a —b) Z akb" 17k = (4 —b) Z an 1Rk
k=0 k=0
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Chapitre 4 : Calcul algébrique H. BRINGUIER

Remarque :
n—1
¢ En particulier, pour b=1,a" —1=(a — 1) Z a”.
k=0

e Lorsque n est impair, —b"™ = (—b)"™, ce qui conduit & la relation :

n—1 n—1
a® + b = (a+ b) Z(_l)kakbn—l—k (l-l—b Z k n—l—kbk
k=0 k=0
,—[Théoréme 1.12 (somme des qk)] N
@® 1— qn—i-l
Pour ¢ Net g € C\{1 b=
our tous n € N et ¢ € C\{1}, Zq -
k=0
,—[Théoréme 1.13 (somme de termes consécutifs d’une suite géométrique)] N

Soit (un)nen une suite géométrique de raison g # 1, et soient p et n des entiers naturels tels que p < n
L 1— qn7p+1 1— qnombre de termes
Alors up = u,———— = (premier terme) X
kz: k P g (p ) —g
=p

\. J

Exemple 1.14 : Calculer ) cos(kf) et Z sin(kf) (avec n € N et 6 € R tel que 8 # 0[27]).
k=0 k=0

Théoréme 1.15 (somme des racines n-iemes de l’unité)}

Pour tout n € [2;+oof, Z o= z e2ikT/n _
z€U,

Cas particulier : Pour n = 3, on retrouve la relation : 1+ j +j2 = 0.

1.7 Regroupement et découpage de termes

,—[Proposition 1.16 (découpage d’une somme)} \

Soient p,n € N tels que p < n. Soit (a;)iefp,... n} une famille de complexes. Soit k € [p,n].

Alors Zal—Zal—i— Z a;.

i=p i=k+1

\. J

Exemple 1.17 : Soit n € [5, + oof. Calculer Zmax(i,5).
i=1

Proposition 1.18 (découpage d’une somme selon la parité de l’indice)}

Soient p,n € N tels que p < n. Soit (a;)ie(p,...n} une famille de complexes.

n n n
Alors YT a;= > a; + > a;.
i=p = i=

i pair % impair
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Chapitre 4 : Calcul algébrique H. BRINGUIER

500
Exemple 1.19 : Calculer Z L%J

i=1

1.8 Autres sommes classiques

,—[Théoréme 1.20 (somme des premiers carrés)} \

Pour tout n € N,

&
I

6

o, nn+1)2n+1)
E k =
k=1

\. J

,—[Théoréme 1.21 (somme des premiers cubes)] \

Pour tout n € N,

1.9 Sommes doubles

,—[Déﬁnition 1.22 (sommes doubles rectangulaires)} \

Soient I et J des ensembles finis et (a; ;) jjerx.s une famille de nombres complexes.
On appelle somme double rectangulaire une somme de la forme :

S = () o )

(i,)€IxT iel jeJ jedJ el

Dauns le cas particulier on I = [p;n] et J = [¢;m] sont de la forme [p;n] avec p, n, g et m des entiers,

n m m n
on peut noter E a;j = E Qi j = E E Qs j
p<isn i=p \J=4 J=q \=p
q<gsm < somme par ligne > < somme par colonne >
\ v

Représentation des termes impliqués dans la somme double rectangulaire :

J
i q qg+1 m
p Ap,q Ap,q+1 ap,m
PF1 | Gpiig | Gptiger | - | Gptim
n Qn g Gn,g+1 Qn,m

Notation : Lorsque I = J = [p;n], la somme rectangulaire est notée >  a; ;.
PSijsn
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Chapitre 4 : Calcul algébrique H. BRINGUIER

,—[Proposition 1.23} \

Soient I et J des ensembles finis et (a;);cr et (b;);es deux familles de nombres complexes.

Ona: Y aibj:<2ai> > b

(i,5)€IXJT icl JjeJ

\. J

Exemple 1.24 : Soit n € N*. Calculer > ij puis Y, (i+j)%

1<i,j<n 1<i,j<n
,—[Déﬁnition 1.25 (sommes doubles triangulaires)} \

Soient p et n des entiers et (a; ;)i j)e[p:n2 Une famille de nombres complexes.
On appelle somme double triangulaire une somme de la forme :

n n n J
E Qi,j = E Qi,j = § E Qi,j
PILI<n 1=p \ Jj=t Jj=p \t=p
< somme par ligne > < somme par colonne >
7

Représentation des termes impliqués dans la somme double triangulaire :

i J P p+1 e n
p App | App+l - | Apn
ptl Ap+ip+l | -- | Gpiin
n Un,n
Remarque : Les sommes doubles triangulaires peuvent également exclure la diagonale : E aij -

JASAASL

Exemple 1.26 : Soit n € N*. Calculer > djet > ij.

1<i<j<n 1<i<j<n

2 Produits

n
On définit de méme que pour les sommes la notation H a; ou H a; pour un produit, avec la convention qu’un
el i=p
< produit vide » vaut 1 (élément neutre pour la multiplication).

4
Exemple 2.1 : Calculer Hi2.
i=1
,—[Proposition 2.2 (lien entre produits et sommes)] N

1. Pour toute famille finie (a;);c; de réels strictement positifs, In (H a¢> = Z In(a;).
el i€l

2. Pour toute famille finie (a;);c; de complexes, exp (Z ai> = H exp(a;).
iel el

PCSI 803, Lycée Déodat de Séverac 6 2025/2026



Chapitre 4 : Calcul algébrique H. BRINGUIER

,—[Déﬁnition 2.3 (factorielle d’un entier naturel)} \

Pour tout n € N, on pose :

n!:Hk:1><2><-~-><n
k=1

Ce nombre est appelé factorielle n (ou n factorielle).

Valeurs a retenir : 0! =1 1'=1 21 =2 31=6 4! =24 5! =120

Remarque : Pour tout n € N*, n! = n(n —1)!

,—[Déﬁnition 2.4 (produit télescopique)} \

Soient p,n € N tels que p < n. Soit (a;)ie{p,...,nt1} une famille de complexes non nuls.

n
On appelle produit télescopique un produit de la forme : H %
i=p
,—[Proposition 2.5 (calcul de produit télescopique)} |

Soient p,n € N tels que p < n. Soit (a;)e(p

n
Qi1 _ QAn41
Alors H i
i=p

n+1}y une famille de complexes non nuls.

.....

29
E+1
Exemple 2.6 : Calculer H i
k=5 k

3 Coefhicients binomiaux et formule du binome

3.1 Coefficients binomiaux

,—[Déﬁnition 3.1 (coefficient binomial k parmi n)] N
Soient n et k € Z. Le coefficient binomial est noté Z) (lire < k parmi n >).
n!
—— si0<k<n
I(n — k)!
Il est défini par <Z> = ki(n — k)!
0 sinon.
4 2
Exemple 3.2 : Calculer (2) et <4)

Remarque : On s’intéresse uniquement aux coefficients binomiaux our n et k entiers naturels.
k
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Chapitre 4 : Calcul algébrique H. BRINGUIER

,—[Proposition 3.3 (propriétés des coeflicients binomiaux)} <

Soient n et k € N.
L (5)-()
0 n
n n
1 = =n.
()=l =

|
=

2. Sin >

4. Formule du triangle de Pascal :

() ()= Gao)

\. J

Remarque : On peut représenter les coefficients binomiaux dans un tableau. C’est sa forme triangulaire qui
donne le nom de Triangle de Pascal.

k

0 1 2 3 k E+1
n
0 0 =1 0 0 0 0 0
1
1 =1 =1 0 0 0 0

Il
2o

O WO NO O
Il

—

— Wl N[~

Il

w

N NN N
Il
—_
~

. [\
R R 2

3
:/—3
v-.-
I
—_
=t
S

o 4o
=
N
I
—_

Il

S
b N
N——"

—=[ =
I
S
+
—
L N
> 3
+ +
— =
N——1

n+1 (

3.2 Formule du binéme

,—[Théoréme 3.4 (formule du binéme)} |
n n @
Pour tous (a,b) € C2etn € N: |(a+b)" <)kb”k ()nkbk
(a,b) kz:;) ];) !

Exemple 3.5 : Soit € C. Calculer (1 + x)°.

Corollaire 3.6

-3

Pour tous (a,b) € C2etneN: (a—b)" ( > akpnk Z(fl)k (Z) aFp
k=0 k=0
Remarque : Retenir que les signes + et — sont alternés. Par exemple : (a — b)? = a® — 3a2b + 3ab® — b3.
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Chapitre 4 : Calcul algébrique H. BRINGUIER

3.3 Applications a la trigonométrie

Linéarisation : Pour linéariser une expression du type cos™ 6 ou sin™ 6 :
e on utilise les formules d’Euler pour exprimer cosf ou sinf en fonction d’exponentielles complexes ;
e on développe en utilisant la formule du binéme;
e on regroupe les termes ayant des arguments opposés de maniere a faire apparaitre des cosinus ou des sinus.

Exemple 3.7 : Soit t € R, linéariser sin(2t)°.

Développement : Pour exprimer cos(nf) et sin(nf) comme des polynémes en cos et sinf :
e on utilise la formule de Moivre : €% = (cos @ + isin 6)”
e on développe en utilisant la formule du binéme;
e on prend la partie réelle ou imaginaire ;
e éventuellement, on utilise la formule cos? @ + sin? @ = 1 pour tout exprimer en fonction de cos ou sin.

Exemple 3.8 : Soit t € R, exprimer cos(5t) en fonction de cos(t).

4 Systemes linéaires

On appelle systeme linéaire de n équations a p inconnues un systéeme du type

1,171 + a12T2 + -+ a1pTp, = by
2121 + 22%2 + -+ + a2pTp = by
an 121 + An 272 + -+ QnpTp = bn

Les nombres (réels ou complexes) a; ;, b; sont donnés, on les appelle les coefficients du systeme. Les z; sont les
inconnues du systeme, résoudre le systeme revient a déterminer les valeurs possibles des x;.

,—[Déﬁnition 4.1 (opérations élémentaires)} |

Dans un systeme linéaire, on appelle opérations élémentaires sur les lignes les opérations suivantes :

e transposition : échange de deux lignes, noté L; < L; ;
e dilatation : multiplication d’une ligne par un scalaire A non nul, noté L; < AL, ;

e transvection : addition d’un multiple d'une ligne & une autre, noté L; <— L; + AL;, avec i # j et
rek

Remarque : Transformer un systéme linéaire donné par opérations élémentaires sur les lignes ne modifie ’en-
semble de ses solutions. Autrement dit, les opérations élémentaires préservent les équivalences.
En effet, 'opération L; <— L; se "défait” d’elle-méme.

1
L’opération L; «— AL; est ”défaite” par Popération L; <— XLi (c’est la raison pour laquelle on suppose A # 0).

L’opération L; <— L; + AL; est "défaite” par 'opération L; <— L; — AL;.

Conséquence : Pour éviter toute perte d’information, nous résoudrons des systémes uniquement par opération
élémentaire sur les lignes.

4.1 Méthode du pivot de Gauss ou algorithme de Gauss-Jordan

La méthode du pivot de Gauss est une méthode efficace pour résoudre un systéme linéaire par équivalences
successives.

Méthode présentée avec un systéeme quelconque e o o o o
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Etape 1 : choix du premier pivot v

Il s’agit d’un coefficient non nul (de préférence 1 pour faciliter la suite des calculs) & partir duquel on pourra
éliminer des termes. A 'aide de 'opération élémentaire L; <— L;, placer ce terme

e o o
/o e e
e o o

/o e e
e o o
e o o

V/ e e e e = e
e o o o — o
e o o o — o

= e
= [ Rt
= [

= [ ]
= [ R
= [ ]

e o o o
/S e e e
e o o o

en premiere position.

Etape 4 : A l'aide d’opérations élémentaires du type L; <— L; + AL;, annuler les termes au-dessus

pivot.

V/ e e e e = e
V/ e e e = e
e o — o

/e °
v .
.

v o o —
/ [ ) [ ] =
e o —

de chaque

Dans ce cas, les inconnues principales (ici les v') s’expriment en fonction des inconnues secondaires (les autres) qui

deviennent parametres.

Exemple 4.2 : Résoudre les systémes d’inconnues réelles suivants :

Tro+x3 =4 ro+x3 =4 To+x3 =4
(Sl>l 2£L'1+£172+I’3:6 (Sg): 131+£L‘2+2$3:7 (53)1 IL‘1+I’2+2I3:7
1’1+3$2:7 IE1+2.’E2+3$3:11 $1+2(E2+3.’E3:12
Interprétation géométrique :
e Avec 2 inconnues, I'ensemble des solutions correspond & une intersection de droites dans R2.
e Avec 3 inconnues, I’ensemble des solutions correspond & une intersection de plans dans R3.
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